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本文首先介绍一类多项式 ( ;a | )nib x q ，它是从 Nowak 提出的 a,q-模拟 Bernstein
算子中提取出来的，带有双参数 a 和 q。它推广了经典 Bernstein 多项式，
Bernstein-Stancu 多项式（Stancu 于 1968 年提出，Goldman 之后将这种多项式应用
于 CAGD 中），q-Bernstein 多项式（Phillips 于 1996 年提出,并应用于 CAGD 中）。
然后以此多项式构成一组基，给出了这类算子基的一些基本性质：非负性、单位
分解性、退化性、升阶、递推性等，并给出了一些恒等式以及在任意区间的拓展。
之后通过把这类 a,q-模拟广义 Bernstein 算子基应用于 CAGD 中，构造一种新的 B
ézier 曲线。它是 q-Bernstein 基和 Bernstein-Stancu 基构造曲线的一种推广，
q-Bernstein 基和 Bernstein-Stancu 基构造的曲线是 a,q-Bézier 曲线的特殊情况，可
以通过 a,q 参数的取定而退化成相应的曲线。文章之后讨论了 a,q-Bézier 曲线的升
阶，降阶和 De casteljau 算法等。第三章运用 a,q-Bernstein 基函数和 Poisson 基函
数来构造一种张量积，通过这类张量积基函数来构造带参数的张量积曲面。并给
出了张量积 a,q-模拟 Bernstein-Poisson 基函数的定义，在 a,q-模拟 Bernstein 基函数
和 Poisson 基函数的基本性质的基础上讨论了这类基函数的基本性质，它延续了许
多 a,q-模拟 Bernstein 基函数和 Poisson 基函数的基本性质。 
 





























As it is known that in geometric modelling, Bézier curve is a common object of 
study and is one of the simple curve in structure. Due to the authenticity of curve shape 
and the real time demand is higher and higher, a class of the generalized curve with 
parameters appeared, for other areas to provide the proper tools, especially in computer 
aided geometric design.It promote the development of the free shape curve. 
This paper put forward the polynomial ( ; | )nib x a q ,which is extracted from the 
a,q-analogue Bernstein operator,which is put forward by Nowak,depending on two 
parameters a and q, which generalize classical Bernstein polynomials,Bernstein-Stancu 
polynomials defined by Stancu in 1968 and applied in CAGD by Goldman,as well as 
q-Bernstein polynomials introduced and applied in CAGD by Phillips in 1996.Then 
constitute a set of polynomial basis.Basic properties of the polynomial contain 
non-negative, partition of unity, linear independence, degenerative, degree elevation, 
degree elevation,degree reduction and so on are given and give some proves of identity 
and the expansion of the bases at any interval .Then applys a,q-analogue of Bernstein in 
CAGD to constructs a novel generalization of B é zier curve. It is a kind of 
generalization of the curve constructed by q-Bernstein base and the curve constructed 
by Bernstein-stancu base,and the curve is a special case of a,q-analogue Bézier 
curve.By adjust the parameter,the a,q-analogue Bézier curve can degenerate into the 
corresponding curve.This parametric curve is represented using a generalized Bernstein 
basis and the concept of total positivity is applied to investigate the shape properties of 
the curve. Studying the nature of degree elevation, degree reduction and De-casteljau 
algorithm for this curve and show that degree elevation is variation diminishing. 
Chapter 3 gives the definition ,analysis and proof of properties of the tensor product 
a,q-analogue Bernstein-Poisson basis function in detail, and also studies the basic 
properties of the bases and the surface.It retains many basic properties of a,q-analogue 
Bernstein bases and Poisson bases. 
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为了介绍 a,q-模拟广义 Bernstein 算子，首先引入一下记号和定义： 
定义 1.1    
对于给定的实数 0q > , 及任意 i NÎ ，q-整数[i]定义如下[1]： 
                            





ìï - - ?ï= íï =ïî
                          (1.1) 
 
定义 1.2 
对于给定的实数 0q > ，及任意 i NÎ ，定义 q-阶乘[i]!如下： 
          
             





ì - ?ïï= í
ï =ïî
L
                           (1.2) 




对于给定的实数 0q > ，及任意整数 0n i吵 ，定义 q-二项式系数[ ]ni 如下： 
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1 1 1 1
1 1[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
n n i n n n i n
i ii i iq q
- - - - -
- -= + = +      (1.4) 
 
定义 1.4（ A,Q- 模拟广义 Bernstein 算子），令 ( ) [0,1]f x CÎ ，线性算子
, : [0,1] [0,1]n qL C C®  定义为： 
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2， 第二章提出了一种 a,q-模拟广义 Bernstein 基的构造曲线曲面的方法，分析了
基函数的性质，然后通过这类基构造曲线，并用于曲线造型。 
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第二章 A,Q-模拟广义 Bézier 曲线 
2.1 引言 
    Bézier 曲线，B 样条曲线是 CAGD 中曲线造型的两种重要的方法，后来又出
现了 q-整数的广义 Bernstein 算子，从正统的基变成带有 q 参数的基，是一种自然
的发展。q-Bernstein 基的优点是曲线的许多变化都能由相关的 q 的推广得到解决，
这给理论分析和编程计算都带来很大方便。 
这一章的目的就是提取出相关的 A,Q-模拟广义 Bernstein 基，构成曲线。 
 
2.2 A,Q-模拟广义 Bernstein 基的定义和性质 
2.2.1 A,Q-模拟广义 Bernstein 基的定义 
 
   从 a,q-模拟广义 Bernstein 算子提取出 a,q-模拟广义 Bernstein 基函数，定义如下 
定义 2.1（A,Q-模拟广义 Bernstein 基函数）。 
对于给定实数 0 1, 0q a< < ? ， 0 1( ;a | ), ( ;a | ), ( ;a | )
n n n
nb t q b t q b t qL 为[0,1]区间上
次数不超过 n 次的一元多项式空间 nP 的一组基函数，其中 
    





[ ] (t a[j]) (1 a[s])






















     
称 0 1( ;a | ), ( ;a | ), ( ;a | )
n n n
nb t q b t q b t qL 为 a,q-模拟广义 Bernstein 基函数。 
    
a,q-模拟广义 Bernstein 基函数继承了经典 Bernstein 基函数的许多基本性质。
下面给出图形描述。 
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                  (1) 3
1 1
( ; | )
2 2i
b t a q= = 基函数图像 
 
当 q=0.5，a=2>1 时的 3 次 a,q 模拟广义 Bernstein 基函数如图（2）所示: 
 
                 
                   (2) 3
1
( ; 2 | )
2i
b t a q= = 基函数图像 
 
2.2.2 A,Q-模拟广义 Bernstein 基的性质 
 
定理 2.1 
a,q-模拟广义 Bernstein 基函数具有如下基本性质： 
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1，非负性    
对于0 1,a 0, t (0,1)q< < 澄 。 












假设当 n=m 时满足，当 n=m+1 时： 
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[ ] (t a[j]) (1 a[s])


























   当 q=1 时, ( ;a | )nib t q 退化为 Bernstein-Stancu 多项式，由 Stancu 于 1968 年提出。 
即： 
 
1 1 1 1
0 0 0 0
1 11 1
0 0
[ ] (t a[j]) (1 a[s]) ( ) (t aj) (1 as)
lim (t;a | ) lim
(1 a[ ]) (1 a )
i n i i n i
n s n
i i
j s j sn





- - - - - -
= = = =
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= =












lim (t;a | ) ( ) (1 )
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n n i n i
i iq


























(1 a[ ]) ( 1) [ ] ( a[ ]) (1 a[ ])
n i n i s n i
s s s s n i
s
s s j j s
q x s q x j j
- - - - - -
- -
= = = =
- + = - + +斟 照  
当 i=0,a=0 时，原式退化为欧拉恒等式，证明见[7]. 
证明： 







[ ] ( a[ ]) ( 1) [ ] ( a[ ]) (1 a[ ])
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i s
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由 x 的最高次系数容易得出结论。 
 
定理 2.2  
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把 [ ] [ ] [ ]iq n i i n- + = 代入可得 
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